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Диссертация носвящена исследованию некоторых свойств ряда Ла­
пласа, представляющего грав11тац1101111ыА 1юте1щ11а11 тел нерегулярной 
структуры. Под теламн нерегулярной структуры поrшмаются тела ограни­
чешюго размера с кусочно-гладкой 1юверхностью 11 с плотностью, 11мею­
щей разрывы на конечном множестве кусочно-гладких новерхностей. Пр11-
мерам11 таких тел являются нланеты земной группы, карликовые планеты, 
спутники, астероиды. Многие совремеш1ые задачи в небесной механике, 
геодезии, геофизике требуют подробной модели гравитационного потепц11-
ала небесных тел , и в особсшюсти Зс~uш. Практически единственный , на 
сегодняшний момент, инструмент, 110зволяющ11й создать та.кую модель, -
это разложение гравитационного 110тс1щиа.11а в ряд Лапласа . Значение ко­
эффициентов ряда (гармонических коэффициентов, параметров Стокса) 
Д)IЯ Земли оцен11вается по результатам различного рода измерений. До 
космической эры ис1юльзова;шсь измерения модуля силы тяжести маят-
1шковыми приборами, уклонений отвеса, вызванных несферичностью Зем­
ли, возмущений орб11ты Jiуны . В 60-с годы прошлого века на первое место 
вышли наблюдеш1я ИСЗ, возмущения в движении которых зависят от на­
рамстров Стокса, особенно НiiЗКIIX порядков. В настоящее время 11с1юль­
зуются вес указанные методы и , кроме того, а.льтиметрическис измерения 
со спсц11альных спутников, измерения класса снутник - снутник и другие. 
Что касается других небесных тел, то тут пока используется лишь метод 
оценивания нараметров их гравитациоrшого поля но возмущениям lfX есте­
ственных спутников, искусственных спутников и нролетных космических 
аппаратов. Во всех случаях мы нолучаем отрезок ряда Лапласа коне•шой 
д.тшны - тем бо.1ьшей, чем богаче совокунность наблюдательных данных. 
Набор гармон11ческ11х коэффициентов в совокупности с гравитационным 
параметром и характерным размером тела являет собой численную модель 
гравитационного потенциала. Для многих тел Солнечной системы были но­
строены такие модсл11. Среди них Земля, Луна, Марс, Венера, Фобос, Ио, 
Эрос. Если исключить Землю, то можно заметить, что разработанные чис­
лсш1ые модели гравитационного потенциала небесных тел Солне1шой си­
стемы опираются на короткий отрезок ряда Лапласа. К сожалению, этого 
нсдостато•шо для выдсJiсния общих свойств , таких как скорость убывания 
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общего члена ряда Лапласа гравитационного потенциала интересующих 
пас тел нерегулярной структуры (этот факт вытекает из результатов тре­
тьей главы). 
Единственным, на сегодняшний момент, хорошо исследованным объ­
ектом является Зеr.шя, и для нее построено множество подробных моделей. 
Как указанно в [3], знания о гравитац11он11ом потенциале Земли и о форме 
Земли, которая гравитационным потснц11а.пом преимущественно определя­
ется, накапливались постепенно. Ньютон знал, что Земля 11редставляст со­
бой сжатый сфероид, то есть помимо нулевой гармоники уже была извест­
на и вторая J2 . К концу XIX века была определена и четвертая зональная 
гармоника J4 и вес коэффициенты сферической функции второго порядка, 
что позволяло аппроксимировать Землю трехосным эллипсоидом. К концу 
первой половины ХХ века от эллипсоидалыюй аппроксимации отказались. 
Вес параметры Стокса (а не только зональные) были определены вплоть 
до четвертого порядка включительно [6]. 
Во второй половине ХХ века с началом космической эры человечества 
появилось множество моделей гра.вита.ц11ошюго потенциала Земли, расши­
ряющих и уточняющих паши знания о нем. Первенство принадлежит моде­
ли Стандартной Земли 1966 года [25], предоставившей полный набор гар­
мо1111ческих коэффициентов до 15 степени и порядка включительно. Она 
была разработана в Смитсониа.нской Астрофизической Обсерватории. Свое 
развитие модель Стандартной Земли получила в 1969 [16], 1973 [15], когда 
удалось продолжить ряд Лапласа. до 22 11 24 степени включительно. Па­
раллельно другие научные группы также создали 11 развили собственные 
модели rеопотенциала.. 1З 1968 году в университете штата Огайо появилась 
первая из серии модель OSU68 [27], содержавшая гармоники до 14 степени 
включителыю. В дальнейшем вышли OSU73 [28] (максимальная степень -
20), OSU81 [29] (максимальная степень - 180), OSU86 [30] (максиr.1аль-
11ая степень - 360), OSU89 [31] {максимальная степень - 360), OSU91 [32] 
(максимальная степень - 360). Центр космических полетов им. Годда.рда 
разработал ряд своих моделей GEMl и GEM2 [20l (1211:16'--':мЩi'Шa.ilf.iiь'iJ:.1 
степени), GEM3 и GEM4 [21] (12 и 16 - максима.лысые cтeпeli~},:GEM5··:: 
. . ' '!', СЕ.Мб [22] (12 и 16 - максимальные степени), GЕМ7,и ~1')~1~j~4JrL~ . .Иi 
~-r_;'•" ~.~:~:-:1:.~:~~ ;'.,'~~·· ., , :·1 . ·-· .:Ji,ii. ·;-1.1-. ,....,.i;r: .. " 
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25 - максимальные стснени), GEM9 11 GEMlO [24j (30 и 30- максима.пьные 
стснени), GEMlOA и GEMlOB [23j (30 и 36 - максима.пьные стспенн). 
13 конце ХХ и начале XXI столетий было разработано м1южество мо­
делеfi геопотепц11а:1а с нспользованием данных измерений специальных ис­
кусственных С11утн11ков Зеr.ши СНАМР 11 GRACE. Укажем наиболее по­
пулярные: EGM96 [19j, GL04C [14j, GGM02 [33j. Среди них выделяется 
ыодель EGl\12008 [26J, содержащая 1юлный набор гармонических коэф­
фпц11е11тов до стене1ш и порядка 2159. Необходимость построения столь 
детальных числе1шых моделей продиктована в основном задачами геоде­
зии, гравиметрии н геофизикн. 13 пашем же слу•rае это позволило про­
верить справедливость теоретических оценок скорости убывания общего 
члена ряда Лапласа гравитационного потенциала. Первые оценки, нзвест­
ные еще Лап.1асу, гарантировали ограниченность сферических гармоник 
[5j. Оценки, указывающие их убывание, впервые (насколько нам известно) 
получены М.С.Яров-Яровыl\1 [12j. Для случая малых степеней получены 
оценки М.С.Петровской [8j. 13 определенном смысле точные оценки полу­
чены В.А.Антоновым и К.В.Холшевниковым [2j. Проведенное в настоящей 
диссертации исследование •шслешюй 1\ЮДеJш геопотснциала подтвердило 
справедливость этих оценок на нриыерс Зеыли, и, даже больше, позволи­
JЮ выделить класс тел, для которых теоретическая оценка существенно 
улучшается. 
Дополпительпую инфорыацию по гравитационному 1ютс1щиалу, его 
представлению рядом Лапласа и оцепкаl\1 общего члена ряда Лапласа мож­
но найти в следующих источниках: [9, 4, 17, 18, 13, 7, 11, 1, 10]. 
Актуальность темы. Множество средств и усилий было приложено и 
прнлагается до спх пор в попытках узнать как можно подробнее внут­
реннюю структуру, рельеф поверхности и гравитационный потенциал Зем­
ли. Наша планета - единственный объект, который па сегодпяш1111й ыо­
ыепт воз11юж1ю детально исследовать, сред11 широкого класса небесных тел 
нерегулярной структуры. Пока исследователи стараются увеличить колн­
чественные показатели: выделить структурные элементы внутри и па но­
верхности Земли меньшего разыера, выделить гармоники геопотснциала 
б 
большей степени и т.д. К сегодняшнему дню накопилось уже большое ко­
личество информации, что позволяет пытаться выделить качественно но­
вые знания о Земле и подобных ей небесных телах. Данная диссертация 
представляет одну из таких попыток. 
Цель и задачи работы. Основной целью диссертации является выяв­
ление характерных свойств ряда Лаrшаса гравитационного потенциала тел 
нерегулярной структуры в теории и проверка на реальном объекте, Земле. 
Необходимо решить следующие задачи: 
• I3 теории удобно применять равномерную (чебышевскую) норму, и 
оценка скорости убывания общего члена ряда Лапласа грав11тац11-
ошюго потенциала в нашем случае [2] выражена с использованием 
равномерной нормы. Однако численные расчеты с моделями грави­
тационного потенциала ярко продемонстрировали неудобство равно­
мерной нормы в практическом применении. Наиболее подходящим 
при численных расчетах со сферическими функциями оказалось ис­
пользова1111с среднсквадратичсской (евклидовой) нормы. Потребова­
лось установить связь среднсквадратичсской и равномерной порм в 
случае сферических функций, чтобы осуществить перенос теоретиче­
ских оценок на среднсквадратическис нормы сферических функций. 
Это позволяет установить связь между теорией и практикой. Частич­
но данная задача решена в первой главе. 
• I3 процессе исследований оказалось, что первоначальная оценка, прн­
ведепная в [2J, д.пя гсопотспциала пс достигается, то есть нормы сфс­
р11чсских функций убывают быстрее, чем ожидалось. Необходимо бы­
ло объяснить природу этого явления. I3 ходе теоретических изыска­
ний установлено, что существует шпрокий класс тел, для которых 
оценку возможно улучшить. Такие тела онисываются во второй гла­
ве. 
• Используя совокупность гармонических коэффициентов в модели, 
возможно по.пучить набор средпеквадратических норм сферических 
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функций. Для сравнения с теорией требуется по имеющемуся набо­
ру норм онределнть оценку для скорости убывания этих норм. Для 
решения данной задачи используется модифицированный метод паи­
меньшнх квадратов, который подробно описан в третьей главе. 
Так11м образом, решив ноставленные задачи, мы достигаем основной 
цели диссертации: установления скорости убывания общего члена ряда Ла­
пласа для важного класса тел нерегулярной структуры и возможности при­
менеш~я этого результата к Земле. 
Научная новизна работы. 
• Представлены асимптотики отпоше1шя равпомерной и срсднеквадра­
тнческой норм присоединеппых функций Лежапдра в двух крайних 
частных случаях. 
• Обпаружен класс тел нерегулярной структуры с ускоренным убьша­
нием общего члена ряда Лапласа для гравитационного потенциала. 
• Разработан алгоритм определения параметров оценки общего члена 
ряда Лапласа но конечному пабору гармонических коэффициентов. 
Научная и практическая ценность. Множество промежуточаых ре­
зультатов диссертаци11 обладает собствешюй научной и практической цен­
ностью. В первой главе приведены неравенства, связывающие среднеквад­
ратнческую и равпомерную нормы элементарных сферических функций. 
А в двух частных предельпых случаях обнаружены асимптотики их от­
ношеш~я, значительно уточняющ11е связь норм. Во второй главе введен и 
исследован класс тел нерегулярной структуры, для которого обнаружено, 
что скорость убывания общего члена ряда Лапласа гравитационного потен­
циала выше ожидаемой. В третьей главе сформирована методика, которая 
позволяет исследовать модели гравитационного потенциала реальных тел. 
В д11ссертацш1 опа применяется к Земле, одпако в дальнейшем вполне воз­
можно провести исследования и друг11х объектов, когда будут построены 
подробные модел11 их гравитационного потенциала. 
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Апробация работы. Результаты, полученные в ходе данного исследо­
вания, докладывались на семинарах Кафедры небесной механики СПбГУ, 
Института прикладной астрономии РАН, Главной (Пулковской) астроно­
мпческой обсерватории РАН, а также на научных копференцпях: с 36-й по 
41-ю международных студенческих научных конференциях «Физика кос­
моса» (г. Екатеринбург, 2007-2012 гг.); на международно!! научной конфе­
ренции «JENAM-2011» (г. Санкт-Петербург, 4-8 июля 2011 г.); на между­
народно!! научной конференции «Планетарная геодезия и эфемериды» (г. 
Москва, 14-16 ноября 2011 г.). 
Структура диссертации. Диссертация состоит из трех глав, введе-
1шя, заключения, списка литературы и приложения. Объем диссертацпи -
149 с" включая 24 рпсунка и 3 таблицы. 
Первая глава «Ряд Лапласа и сферические функции» содержит в се­
бе определение гравитационного потенциала тела и его разложенпя в ряд 
Лапласа. Обсуждается вопрос связи среднеквадратической и равномер­
ной норм сферических функций. Для элементарных сферических функций 
Ynk(B, >.) = Р;( cos В) cos k>. среднеквадратическая норма известна: 
1 (n+k)! 
( k)' 11 coskЛll· 2п + 1 п - . 
В случае множителя sin k>. в элементарной сферической гармонике все вы­
кладки аналогичны. Сравнимого по простоте выражения для равномерной 
нормы (Ynk} не существует. Ограничимся поиском асимптотического пред­
ставления (У;} при п---+ оо. Удалось разобрать два •rастных с!lучая. 
IЗ первом: предполагается k « п. Тогда 
а для отношения, связывающего среднеква.дратическую 11 равномерную 
норму, справедливо 
(Ynk} - J2п+Т 
llY:ll "'Jk 11 coskЛll · 
Здесь ]k = ma.x IJл-(x)I, где Jk - функция Бесселя k-ого порядка. 
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Во втором случае предполагается n - k « n. Тогда 
(2n) (n+k)/2 (У;),..., rk - , е 
(У,;) бk.:,Гп 
llY:ll "' 11 coskЛll · 
Значения "(k, бk зависят только от порядка k, 110 нс от степени n. 
Установлено асиllштотичсскос поведение ]k, rk· бk. 
Приведены различные асимптотики 11 оценки многоч.1снов Лежанд­
ра, их производных и интегралов в некоторых частных случаях, которые 
используются во второй г.1авс. 
I3o второй главе «Ряд Ланласа l\юдслы1ых тел» ищется показатель 
а в оценке общего члена ряда Лапласа [2] 
(У:)~; 
на примере модельных тел. 
Для однородного цплиндра, как и в примере с полушаром из [2], ока­
залось а = 5/2. I3ажно отмстить, что множество общих точек цилиндра 
с объемлющей сферой одномерно, в отличие от полушара, где это м1ю­
жсство двуыерно. Рассмотрение составного тела, представляющего собоt1 
шар с одним или несколькими цплиндрами на его поверхности 11 модели­
рующего планету с одной или несколькими столовыми горами, показа.по, 
что а= 5/2. Таким образом, скорость убывания общего члена ряда Лапла­
са определяется цилиндрической неоднородностью формы тела. Апа.погпч­
ный рсзу:1ьтат был достигнут мя шара с утоп.1еш1ым цилиндром. I3 этом 
случае значение а определялось неоднородностью массы тела. 
Для однородного шарового сектора, моделирующего кони•1ссю1с го­
ры, исследования показали, что а = 3. Ана.1ог11ч1ю цилиндру для состав­
ных тел а определялось шаровым сектором 11 равнялось 3. Таким образом, 
нам удалось построить несколько примеров тел, скорость убьшапия кото­
рых выше ожидаемой. 
Развивая резу.1ьтаты, полученные мя шарового сектора, мы ввс.1и 
класс тел, представляющих собой шар с коническими горами, распределе­
ние массы внутри которых произвольно. Исследования показа.пи, что и в 
таком весьма общем случае а = 3. 
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Третья глава «Ряд Лапласа Д-'IЯ геонотенциа.па» носвящена исследо­
ванию ряда Ланласа гравнтациошюго 1ютепц11а.па Земли. Численные дан­
ные взяты нз моде:ш гсо11оте1щиа.па EGM2008. С помощью модиф11ц11ро­
вап11ого метода МНК определена скорость убывания общего члена ряда 
Ла11:1аса. Результаты расчетов показывают, •1то Землю можно отвестп к 
классу тел нерегулярной структуры с ускорешюй сходимостью ряда Ла­
нласа гравитационного 1юте1щш~ла. 
В npuлo:J1ceuue вьшесевы вспомогательные математи•1еск11е 11рещ10-
жения 11 методы, используемые в данной работе, 110 напрямую не относя­
щиеся к теме диссертации. 
Результаты, выносимые на защиту. 
• Обнаружен широкий класс тел нерегулярной структуры, д:1я кото­
рых скорость убывания общего члена ряда Ланласа гравитационного 
потенциала выше, •1ем для всей совокушюсти рассматриваемых тел 
нерегулярной структуры. 
• Разработав метод 011ределеш1я вараметров оценки общего члена ряда 
Лапласа гравитациошюго потенциала но данным числеш1ых моделей. 
• На основании расчетов по данным модели EGM2008 установлено, что 
Земля скорее всего нринадлежит к к:1ассу тел с ускоренным убьша-
1шем общего •JЛена ряда Ланласа гравитациошюrо 1юте1щиала. 
Публикации по результатам работы. Основные результаты работы 
опубликованы в следующнх статьях в рецензируемых журналах. 
• Холшевииков К.В" Шайi}улш1 В.Ш. Соотношение между нормами 
функции и ее градиента в к:1ассах сферических и шаровых функций 
в конечномерном пространстве// Вестник СПбГУ, сер. 1, вып. 2, 2008, 
с. 93-96. 
• Холшевииков К.В., Шайi}улин В.Ш. Асимптотика равномерной 1юр­
мы присоединенных функций .lежандра Р; (случай k « n)/ / Вест­
ник СПбГУ, сер. 1, вып. 2, 2009, с. 86-93. 
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• Антонов В.А., Холшевников К.В., Шайдулин В.Ш. Об оценке произ­
водной многочлена Лежандра// Вестник СПбГУ, сер. 1, вып. 4, 2010, 
с. 3-9. 
• Холшевников К.В., Шайдулин В.Ш. Оценка скорости убывания об­
щего члена ряда Лапласа для гсопотенциала/ / Астрономический 
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